CALCULO 3- INTRODUCCION: INTEGRALES IMPROPIAS

Correo del profesor: mreyes@fi.upm.es

Libros recomendados: Marsden-Tromba , Calculo vectorial ; Calculo 11l Guia de clase

Integrales impropias

Tipo 1

f: [a, 0] > Ry f es acotada [

f:/lf(x)dx = limpye f:lf(x)dx a M

Si A > fjooof(x)dx = f_amf(x)dx+ faoof(x)dx

Ejemplo:
f e ™ dx
0
1L [Ce™ dx= limy.o [, e dx= limy_ol—e ¥ = limy_m(—e™ +
D=1
2. [—e¥]P=—e"+1=1
Ejemplo:
o0 x%-1 o0 x%-1 , M 4
Js —; dx = o porque Js S dx = limy e [, 1— =5 dx =
M
lim |x — —arctan— = o0

ol 3 l,

Tipo 2
f: [a, 0] > Ry f no es acotada

b b—¢ B
fa fo)dx = al—igl+L f(x)dx = BanI}‘_L fx)dx
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INTEGRALES IMPROPIAS

Definicién
Se dice que f:f(.r)dm es una integral impropia cuando el intervaly de integracion es infinito (a o b son =00)
o la funcién f : (a.b) — R no esti acotada.

Integral impropia de primera esgecie

Es cualquier integral de la forma |~ f(x)dr o j'" o flx)dz, donde a.b € R y f es acotada en cada intervalo
de la forma [, b o [a, 7], segin el caso, con r € R. En estos casos se define la integral impropia como:

too r f
-/ flx)dr = lim /f(."r)d.r
Ja Tt a
()| a T — r
Y
b/
b b
. Sla)da = lim / flz)dz
o rsos f
— —1 ()| b €

siendo gonvergente cuando el limite es finito, v divergente cuando es infinito Cnando no existe el limite se dice
3 0 o A— e i ——————
que la integral impropia no existe.

Integral impropia de nda
Ex cualqguicr integral de la forma [ f(z)dz, donde a,b = R y f es acotada en cada intervalo de la forma |a, ]
o [r.b), segin ol caso, con a. < v < b. En cstos casos se define la integral impropia como:

Y \
b r |
fle)dz = hm[f(;r]dw f
a r—+t Jg '
0 2 r—h 2
" b :
[f(udr: lim /f(.r)r!r '
o] a i

siendo convergente cuando el lmite es finito, y divergente cuande es infinito Cuando no existe el limite se dice
que la mtegral impropia no existe.

Observacién: Cualquier integral impropia se puede descomponer en suma de integrales impropias de primera
y/o segunda especie Se dice que la integral es convergente euando lo son todas las integrales de primera y/o
segunda especie en que se descompone, siendo divergente en caso contrario.

Ejemplos
Estudia la convergencia (hallando su valor) o divergencia de las siguientes integrales impropias:
ey ' dr Yodz V' 1-2r
(a) I = f = b) = | — (c —_— (d) f —dx
L T (&) Jy 27 ) n V1 —u* b VZ(l=-1x)
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Criterio de comparacién
Sean f.g : (a,b) — R tales que 0 < f(z) < g(x) para todo x € (a,b). Entonces:

b b
cfg(:z)dz converge = / flx)dr converge . ff(z)dz diverge = f g(x)dz diverge

Ejemplos
Estudia la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias:

+2  dy +0  dr 1 r ‘/z',
(a)[ VIts® (b)f; VIt22 (c)/o 75 A @ fmd:

Ejercicios
1. Evalia las siguientes integrales impropias:

(a) /om-l—% (b) /(;l:z:lnzd:z (c) fcos’;rdz (d) /:fzseczda: (e) ‘/owxe‘ﬁda:

2. Evaliia las siguientes integrales impropias:

3 dz o P 0 1
@) j.sz(zﬂ) ®) /.oc v ) .[, TR

8. Estudia la convergencia de las siguientes integrales impropias:

00 dz 2 dx o0 _ 1 dx
@ [T o[ @ [Tl @ [ s

4. Estudia la convergencia, segin los valores de p y q. de las siguientes integrales impropias:
o0 1
(a) I'(p) = j P le~dr (b) 3(p,q) = / N1 —2)¢  de
0 0

5. Sea f : R — R definida por 3
a
Ro%s e
con a,b € Ry a>0. Se pide:
(a) Esboza sugraficaenelcasoa=1y b=0.
(b) Obtén explicitamente F(z) = [*_ f(t)dt.
(c) Determina el drea comprendida entre la gréfica y el eje de abscisas.




Criterio de comparacion

f,g:[a,b] > R y 0<f(x) <g(x) ,,
0< f:f(x)dx < f;g(x)dx

si f:f(x)dx ) f;g(x)dx= o

Luego b b
Si fa gx)dx < o0, fa f(x)dx < o
Ejemplo
fOO dx 0< 1 < 1
1 V14x3 y s Vi1+x3 = x3/2
1 x3/2 o como 372 es convergente, m ampilen
Ejemplo
foo dx 0t < 1 _1
1 V1+x2 ¥ TV14x2 T Vx2 x
o dx .
f — =00 luego 1/x no sirve.
1 x
1 1 1 1 poodx o dx
0< < = - — | —=00 asiesque =
Vi+x2 T VxZ+x2 x2 \/7'[1 x g fl Vi+x2
Ejercicio
. . oo dx 1dx
Estudiar convergencia de a) fl P y b) fO e
o dx . o0 . xp+1 M
- = -p — el —_
a) fl = = limp,_, o f1 x7P dx = limy_ e [_p+1]1 =
y-p+ig |®© si -p+1 >0 op<1
lim =
M- 1-p ﬁ si —p+1<0 eop=1
1dx . 1 _ . xP+17l
b) [y = limg o+ [ x7P dx =lim g+ [ﬁ] =

&

1 gbtl 1
li + =
e0t <—p +1 —-—p+ 1) -p+1

o si p=1
Sip#1: {—1 si 0<p<1
1-p



Teorema fundamental del calculo integral

Fix)= [ f(Ddt > F'(x) = f(x)

Si f: f(x,t)dt = F(x) - (regla de Leibnitz) F'(x) = f; g(x, t) dt

Si ff((;)) f(x,t)dt - (regla gralizada de Leibnitz)

b(x) 5t
F'(x) = f 3 (x,t) dt + f(x,b(x))b'(x) — f(x, a(x))a’(x)
a(x)



